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LINEAS TRIGONOMETRICAS

Las funciones trigonométricas se definieron en la circunferencia unitaria, por lo tan
to, a partir de esta se construye el bosquejo de las graficas de las funciones trigono
metricas. Esto es posible por medio de las lineas trigonométricas.

Las lineas trigonométricas de un éngulo 6 en posicién
normal son los segmentos cuyas medidas coinciden con
cada una de las funciones trigonométricas para el 4n-
gulo 6.

En la figura 1 se muestra el punto P sobre la circunfe-

Y
-
rencia unitaria determinado por el angulo 6 en el pri- —1! Q 1

mer cuadrante.

Como :"6 es perpendicular al eje x, se forma el AOQP
que es un triangulo rectangulo.

Como RS es perpendicular al eje x, se forma el AOSR
que es un tridngulo rectangulo.

Como VT es perpendicular al eje y, se forma el AVTO
que también es un tridngulo rectangulo.

Los AOQP, AOSR y AVTO son semejantes, ya que
los dngulos correspondientes son congruentes. Asi, los

Y
-
lados correspondientes de los tres tridangulos son pro- -1 ! Q 15

porcionales.

En el tridngulo rectangulo OQP de la figura 2, por de-
finicién de sen 0 y cos 6 se tiene:

sen § = P_(j ycos 0 = O_Q Figura 2
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Por lo tanto, PQ es la linea trigonométrica para sen

y 0Q es la linea trigonométrica para cos 6. 4 : R/
g , T2

En los tridngulos rectangulos OQP y OSR de la figura

3, se tiene: h
= S— 0

tan 6 = &:RS :_S —1 0] Q515
0Q 1

sech = L = OR _7p =
oQ 1

Por lo tanto, RS es la linea trigonométrica para tan 6 y Fiqura 3

OR es la linea trigonométrica para sec .

En los tridngulos rectangulos OQPy VTO de la figura g B /
4 se tiene: L1 Y

— _ P
coth = O_Q = VI _ VT

QP 1 0

7 - -1 @) Q 1 x

csch=—L =90V _Gy \

PQ TO
Por lo tanto, VT es la linea trigonométrica para cot 0 y =3
OV es la linea trigonométrica para csc 0.

Figura 4

GRAFICAS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS
Para realizar las gréaficas de las funciones trigonométricas se procede de la siguiente manera:

Primero, se traza la circunferencia unitaria y algunos dngulos especiales medidos en
radianes en posicién normal.

Segundo, se traza la linea trigonométrica respectiva para cada 4ngulo en relacién con la
grafica de la funcién que se va a construir.

Tercero, para cada medida de los 4ngulos especiales, se ubica un punto en el eje x del
plano cartesiano. Luego, se hace corresponder en €l eje y la respectiva medida de la linea
trigonométrica.
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Por tiltimo, se construye la gréfica de la funcién uniendo los puntos.

2.1 Grafica de la funcién seno (y = sen x)

Si se sigue el proceso descrito, se obtiene la grafica de la funcién y = sen x entre 0 y 27
a partir de las lineas trigonométricas, como se muestra en la figura.
0 0 e : e e o
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6 2
A
§ w 0 Cuando la gréfica de la funcién y = sen x se construye tomando un intervalo mas grande
. ) ’ para valores de x, se observa que su grifica es una repeticién del tramo que se ha dibujado
Tﬂ -5 en ¢l intervalo de 0 a 277, en ambos sentidos.
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TRIGONOMETRIA
CARACTERISTICAS DE LA FUNCION y= sen x

Las siguientes son las caracteristicas de la funcién seno:

# La funcién y = sen xestd definida para rodos los niimeros reales, por tanto, su dominio

es R.

# Como los valores minimo y mdximo que tiene la funcién y = sen x son —1y 1,
respectivamente, entonces, el rango de la funcién es el intervalo [—1, 1]. Es decir, el
conjunto {y ER/ -1 =y= 1} L

# La funcidén y = sen x es una funcion impar. Es decir, sen (—x) = —sen x. Por tanto,
la grifica de la funcién y = sen x es simétrica con respecto al origen del sistema de

coordenadas.

# La funcién y = sen x es una funcién periédica, con periodo p = 2. Por tanto,
sen x = sen (x + 2nm) conn E Z.

# La funcién y = sen x varia de la siguiente manera:

. Variacién de x
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Recuerda que... ™
Una funcién f es impar si
cumple con:

fl—x) = —fX)
y una funcion es perio- '
dicasifix +p) = fix),con E

p>0.

I Entre Oy % Crecede 0 a1
A A
m
I Entre 5y m Decrecede 1a 0 0 .
III Entre 7y 2 Decrecede 0a —1
A Y 2 v T ﬁ
3 6 2 A
v Entre <5~ y 2m Crecede —1a0 T 1
\. L. ~ _ —_
- 3 2 A
# La funcién y = sen x corrta al eje x para todos los muiltiplos de . o 0
Es decir, y = senx = 0,six = nmcon n € Z. 2 )
# La funcién y = sen x alcanza su valor maximo, que es 1, en los puntos x = % + 2nm 2m 1
con # € Z y su valor minimo, que es —1, en los puntos x = —% + 2nm con 3 2
nE”Z. 5m ﬁ
, 6 2
2.2 Grafica de la funcion coseno (y = cos x) . 1
En forma similar a la gréfica de la funcién y = sen x, se construye la grifica de la funcién |- d
9 = cos x, pero ahora a partir de las lineas trigonométricas de la funcién y = cos x entre %‘T _ &
0y2m. 2
o Am _1
. 3 2 v
3m
5 0
>
m 1
3 2
A
1l V3
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En general, la grifica de la funcién y = cos x para un intervalo mayor a 21 es:

T e

S i

El movimiento de

los planetas, las mareas,
las estaciones del afio,
las fases lunares son Las siguientes son las caracteristicas de la funcién coseno:
fendmenos que se repiten
en intervalos de tiempo

Caracteristicas de la funcion coseno

# La funcién y = cos x estd definida para todos los niimeros reales, por tanto, su dominio

iquales, los llamados es R.

fenémenos periddicos. # Como los valores minimo y mdximo que tiene la funcién y = cos x son —1 y 1,
Estos fenémenos pueden ser respectivamente, entonces, el rango de la funcién es el intervalo [—1, 1]. Es decir, el
modelados por las funciones conjunto {y E R/ —1 sy< 1}

trigonométricas. .y s ;
% La funcién y = cos x es una funcién par. Es decir, cos (—x) = cos x. Por tanto, la

grifica de la funcién y = cos x es simétrica con respecto al eje y.

% La funcién y = cos x es una funcién periédica, con periodo p = 2. Por tanto,
cosx = cos (x + 2nm) conn € Z.

La funcién y = cos x varia de la siguiente manera:

_: Cuadrame  Variaciénx .Variacivvén‘ de y = cos x 7
I Entre 0y - Decrece de 1 a 0
A A
)
II Entre 5y w Decrece de 0 a —1
N~ WV
III Entremy 3711' Crecede —1a0
A A
3w
v Entre 5~ y 2w Crecede0al
/ b, P

# La funcién y = cos x corta al eje x para todos los multiplos impares de - - Es decir,

; ™ .
cosx=0,si x = n>- conn ndimero entero impar

# La funcién y = cos x alcanza su valor maximo, que es 1, en los puntos x = zm donde
7 es niimero entero par.

# La funcién y = cos x alcanza su valor minimo, que es —1, en los puntos x = z#m donde
7 €s NUMero entero impar.

. . T v
# Para cualquier valor de x, se tiene que sen (x + 7) = cos x. Por tanto, se puede

concluir que el gréfico de la funcién y = cos x es el mismo grifico de la funcién

AL

y=sen(x+ 2).
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TRANSFORMACIONES DE GRAFICAS DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS
Las reglas para desplazar, dilatar, contraer, reflejar la grafica de una funcién se pueden aplicar a
las funciones trigonométricas, recordadas en el siguiente diagrama:

A>0: ampliacion o reduccion vertical D: Desplazamiento vertical

A<0: reflexidn respecto al eje X \ /

y=Af(Bx+C)+D

B>0: ampliacion o reduccion horizoV' \

B<0: reflexidn respecto al eje Y C: Desplazamiento horizontal

FUNCIONES SINUSOIDALES
Son funciones relacionadas con las funciones seno y COSeNno:

y=Asen(Bx+C)+ DA y=Acos(Bx+C)+D

0 una combinacion de éstas.

La periodicidad de las funciones seno y coseno desemperfia un papel importante en la obtencion de
las gréficas de estas funciones.

Caracteristicas de estas funciones
Las graficas de las funciones Y=A Sen (BX + C)+ DA y= ACOS(BX + C)+ D,
considerando B>0, se pueden obtener a partir de las graficas de las funciones

y=3en X A Y =C0S X cuyas caracteristicas se sefialan a continuacion:

« Amplitud: |A|, que es el promedio de la diferencia entre los valores maximo y minimo.

2
* Periodo: B
C C
» Desfase: —E, desplazamiento horizontal de _E unidades a la derecha o a la izquierda,

segun si C es negativo o positivo, de la graficade y = Af (B x).

« Desplazamiento vertical: traslacion vertical en D unidades de la graficade y = Af (Bx + C).

Ejemplo 1. Gréfica de la funcién Y = —3sen (ZX - %) :
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2 T T
Amplitud = |-3| = 3, Periodo = 2 =  Desfase = @
(1) y = sen(x)
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(B)y=sen(2x—m/3)
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B5)y=-3sen(2x— 1 /3)
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!

-3

2

Ejemplo 2. Gréfica de la funciony = 2cos (3x + ) — 1

2
3

Amplitud = 2, Periodo =

L

, Desfase =

7T
5 , Desplazamiento vertical = - 1

A

¥y =Zoos(ix+m)-1
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